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CHAPITRE 1

ANALYSE VECTORIELLE

1 Vecteurs

1.1 Définitions

- .,
Un vecteur, noté V est caractérisé par :
¢ une direction
® unsens

e une norme notée ||l7|| ou V toujours positive.

Dans I’espace de dimension < 3, il est représenté graphiquement par ain segment de droite

orienté dont la longueur est proportionnelle 2 sa nerme; Deux segments de droites
orientés paralleles, de méme longueur et de méme sen§ représemtent le méme vecteur. En
mécanique il n’est pas nécessaire de donner a un vecteurjun “pint d’accroche®, mais ceci
peut favoriser la compréhension de certains probléfaes (exemple'le point d’application d’une
force). On parlera dans ce cas d’un vecteur li¢

Vecteur lié
On peut lier un vecteur a 2 points A et B de I’espaceyLe vecteur li¢ AB est tel que:
. ||aB| = a5
e sadirection est portée par la dioite (AB);
e AB estorienté de A vers ByOn leireprésente par une fléche allant de A vers B.

— —_—
Représentation d’'un vecteur et d’'un vecteur lié. Ici, V. = AB car ces deux vecteurs ont
Les mémes directions, sens et norme.

Vecteurs colinéaires
Deux vecteurs U et Vsont colin€aires lorsque 1'un est le produit de 1'autre par un nombre réel :

U= aV

Les vecteurs U et V ont des directions parall¢les (l—f I 17)
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Vecteur unitaire
Un vecteur unitaire est un vecteur de norme égale a 1. Par exemple, le vecteur unitaire
Il

colinéaire a V et de méme sens s’écrit : U =

Somme vectorielle
Le vecteur W = U + Vs’obtient en mettant bout a bout les deux vecteurs (par translation) et

en joignant les extrémités.

Qm pere) choisie. Dans ’espace a trois
un vecteur quelconque V se note :

L’écriture mathématique des vecteurs dépe d%e 1d
dimensions muni d’un repére orthonormé{0 ,
x
i entore V = (y

ed —
V = xe] + ye, +{ze
Z/ (ef,e3,€3)

1.2 Représentation d’un vecteur

ici (x,y, z) sont les coordonnées

tandis que B(e;, e, e3) est la
si les vecteurs de bases son

Z
z\
Vv
2 A
ez y Y
ey 0

Décomposition d’un vecteur dans une base orthonormée




Addition de deux vecteurs

X1
—_—
La somme de deux vecteurs V; = (

X2
3’1> et 72) = (3’2) s’écrit dans la méme base B :
21/ g %2/ %

x1+ Xy
V1+V2 = <Y1+ y2>
Z1+ Zy B

En conséquence si I’ont connait les coordonnées de deux points A et B dans une base on peut
—_—
facilement calculer les coordonnées du vecteurA4B :

X Xp Xp — Xa
0A=<yA> ;OB=<yB> = AB = OB — 0A = (3’3— )
ZA B ZB B ZB — B
Produit d’un vecteur par un scalaire

La multiplication d’un vecteur V= <

x
y) par un scalaire o s’écrit ¢
Z’®

ax
o = (ay)
az’/ g
2 Produit scalaire

2.1 Définition

e base B :

¢

Le produit scalaire de deux vecteurs U et i

u.v=|dj

Graphiquement, le produit sc

T
. . =
projection du vecteur V' su

cur
iofyde V sur U
ﬁ” X cos(ﬁ,?
\\b

1T]) x cos(T,7)
2.2 Conséquences

Projection de UsurV

. b
rrespond au produit de la norme du vecteur U avec la
, Ou inversement.

<!

Tout d’abord, la norme d’un vecteur peut s’exprimer comme un produit scalaire :
- — -2

v.v=|v|

Ensuite, si deux vecteurs forment un angle droit, leur produit scalaire est nul :

U1VaU.V=0




Ainsi, les vecteurs de la base orthonormée B = (e7, e, e3)sont tels que :

0 sii # j

€ .6 = 06;;= o
Lt b {1su=]

De ce fait, si I’on connait les coordonnées de deux vecteurs dans une base orthonormée, le
produit scalaire s’exprimera uniquement en fonction des coordonnées.

Zq Zy

x ! Q S
et la norme du vecteur V = <y> s’écrit :
B

X1 X2
V= <}’1> et I, = <y2> alors Vi .V, = x1%; + 1y, + 212,
B B

zZ

IVl = VV.V = Jx2+ y2+ 22 ; r
Enfin, la composante x s’écrit comme un produit scalairQ

x=1V.¢e
4

3 Produit vectoriel

L 2 \
3.1 Définition \

Le produit vectoriel de deux vecteurs Ujet st un VecteurW, noté¢ W= U A Vdont:

e La direction est pe
e Le sens est donng ¢
bouchon)

. Lanome 7 = 1] x 7] x |sin(@,7)|

au plan formé par les deux vecteurs UetV.
des trois doigts de la main droite (ou par la loi du tire-

majeur
UAV TTAvance du tire-bouchon

I - index

%
Rotation du N
tire-bouchon Plan formé par U et V

Régle des trois doigts
de la main droite




3.2 Conséquences

o UAV=—(VAD)
e UIV © UAV=0
e UNV+ W)= (UAV)+ (UAW)

e TAFAT) = (0.W)-(0.0)W
e Labase orthonormée B = (e, e, ,e3) estdirectesi:e; = e, A e; (deux autres
relations sont obtenues par permutation circulaire)

3.3 Expression du produit vectoriel dans une base orthonormée directe

Uy U1
. = = . , , .
Soient deux vecteurs U = (uz> et V= <v2> exprimés dans la base,orthonormée directe

Us/ g U3/

B(e; ,e;,e3), on montre alors :

—

b A V = W
U Uy WUz — U3V;
(uz) A (U2> = <U3V1 - u1v3>
U3/ U3/ g U Va2 = UpV1/

.\ — , . Uz
Nous pouvons remarquer que la premicte®gompesante de West le déterminant | T | les
3 U3

autres composantes s’obtenant par permutation eirculaire des indices.

4 Dérivée d’un vecteur

La dérivée d’un veeteur\d(f) par rapport a une variable 3 est un vecteur, et est construit de la
méme maniére qu€ pour une fonction scalaire.

dUB)  lim UB+48)— U
dg~ 48 -0 A8

4.1 Propriétés

Nous admettons les propriétés suivantes, qui sont les transpositions aux fonctions vectorielles
des propriétés classiques des dérivées :

« SV = ABTP), alos  T=TU+ A5

e siW(B) = U+ V(B), alors %= §+ Z—Z

e siA(B) = l—f(ﬁ).l?')(ﬁ), alors 2—2 = Z—Z-V+ %-U)

o SiW(B) = UPB) AV, alors % = % V+UnA Z_Z




4.2 Dérivée d’un vecteur de norme constante

Soit U (B) un vecteur de norme constante (||l7 || = cst). Ce vecteur n’est pas pour autant
constant puisque son orientation peut varier.
au

=0=>U L @

av?
ap)

&

=

d (= = = d
E(U'U) =0, donc 2U.d

La dérivée d’un vecteur de norme constante est orthogonale a ce vecteur ou nul. C’est le cas
des vecteurs unitaires.

Dérivée par rapport au temps d’un vecteur de norme constante

Soit U un vecteur de norme constante, situ¢ dans un plan (e, e;) petpendiculaire’a e,. La
direction de U dans le plan (¢, e,) est représentée par ’angle 6(&), = (l_j, a’) qui varie en

fonction du temps. Dans la base (ey, €,, e;) associée au repére R(O,%B) fixe
U= ||l_j||(cost9a’+ sith e;)ou U= U, + Uye,

dU _ dUdo W, dU

it~ agar 7%

-

du

avec 20" ||l7||(— st e, + cosbe)) = —Uye, + Ue,
par conséquent i—lt] = 2d'U,e, + 0 Uye,

. du . L= .
Exprimons ¢ & fonction duyveeteur rotation 2 = e, :

e, = ?; A e, et a,’ =€, Ae,
d’ou:
dl_'l’) —_— —_— — — A
T {uy(ez A ey) + u,(e, A ex)}H
du . . _ S o
@ fe, A (Uxex+ Uyey) =0NANU
L N
dt

S
Remarque : méme dans le cas ou le vecteur rotation {2 n’est pas perpendiculaire au vecteur

tournant U , la relation établie ci-dessus reste valable. En faite c’est une relation générale
pour toute rotation d’un vecteur de norme constante.




CHAPITRE 11

MECANIQUE DU POINT MATERIEL
CINEMATIQUE

1 Définitions

La mécanique : est une branche de la physique qui s'intéresse aux mouvements et aux
changements des positions des objets physiques.

La cinématique : Elle permet d'é¢tudier les mouvements d'un mobile, par rapport aiun repére
de référence, en fonction du temps indépendamment des causes qui les produisent. Elle a pour
but de préciser les trajectoires et les lois horaires.

Point matériel : au cours de nos études, on consideére que toutgsystétfic physique est réduit a
un point matériel coincidant avec son centre de gravité ct) contenant sa masse m.

2 Espace et temps
2.1 L’espace

Le «repos » ou le « mouvement » n’ont pd§unisens absolu. Ces notions ne peuvent étre
définies que relativement a un observateufPoutydecrire le mouvement il est donc nécessaire
d’attacher a cet observateur un systéme d’axes de coordonnées appelé repére. Dans I’espace a
trois dimensions le repére est eomstiti€ de trois axes orientés munis d’une origine
O(arbitraire) et d’une échelle spatiale.

L’unité 1’égale de longueus,estlle mefke du Systéme International (m).

2.2 Le temps

L’observateur a égalementbesoin de définir une chronologie des événements et donc d’un
repere temporel § il s’agit d’un axe orienté indiquant le sens d’écoulement du temps muni
d’une originesagbitraire’(t=0) et d’une échelle des temps donnée par une horloge.

L’unité I’égale detemps est la seconde du Systéme International (s).

Un repere dlespace associé a un repere temporel (c'est-a-dire :un systéme d’axes attaché a un
observateur muni d’une horloge) forme un Référentiel. Parler d’'un mouvement sans définir le
référentiel n’a aucun sens !

En mécanique classique (newtonienne) :
e Le temps est considéré comme absolu. Autrement dit il y a invariance de la durée par
changement de référentiel. Dans ce cas, la vitesse V du point matériel est négligeable
devant la célérité de la lumiére C.
e [’espace est suppos¢ a trois dimensions, euclidien (obéissant a la géométrie
d’Euclide), homogene et isotrope. Cet espace est absolu et ces propriétés sont
indépendantes de la mati¢re qui s’y trouve.




Histoire :

Au 20eéme siecle, trois théories ont bouleversé la physique classique et ont remis en causes les
concepts newtoniens :

" La théorie de la Relativité Restreinte inventée par A. EINSTEIN en 1905 conduit a
abandonner ’hypothése d’isochronisme des horloges. L’¢coulement du temps dépend du
référentiel. Il n’y a plus de temps absolu.

" La théorie de la Relativité Générale inventée par A. EINSTEIN en 1917 est une théorie
relativiste de la gravitation. Cette théorie remet en cause 1’idée d’un espace euclidien inerte et
indépendant de son contenu matériel.

" Enfin, dans les années 20, la Mécanique Quantique théorie qui cherche a décrire
correctement le monde atomique, remet en cause la notion méme de trajectoire !

3 Repéres et coordonnées

Pour tout observateur, trois coordonnées suffisent a positionner un point dansiespace a trois
dimensions. A ce systeme de trois coordonnées on associe ufi tepere d’espace R(O,B),
d’origine O (point fixe par rapport a ’observateur) et de base B(eq, esne;) généralement
orthonormée direct.

Ligne de coordonnées :

e Définition: Une ligne de coordonnée dans ungsysteme de coordonnées est le lieu
géométrique des points qui ont 2 coordennées de ‘valeurs fixes.

A

e En un point M donné, les vectelts, tangentsg@ chaque ligne de coordonnée sont
orthogonaux.

Repére associé a un systéme de coordonnees

e Un repére associé a un systeme de’coordonnées peut alors étre construit en choisissant
des vecteurs unitaires tangentsaux lignes de coordonnées.

e [En général, on distingle trois reperes d’espace usuels : le repere cartésien, le repere
cylindrique et 1€ repére sphérique.

3.1 Repére cartésien

Le repére cagtésien est constitué de trois vecteurs unitaires fixes dans le référentiel choisi. Les
trois), veeteurs “unitaires (ey,e,,e,) déterminent les trois directions usuelles de I’espace
{[0X)0Y),[0Z)}. La position d’un point quelconque M dans ce repére est définie a partir
du poindorigine O et des coordonnées(x, y, z).Le vecteur position s’écrit :

X
OM=0m+ OH=xe,+ ye, +z¢, ou OM = y)
27 (exey.ez)

m est le projeté de M dans le plan (XOY) et H est le projeté orthogonal de M sur I’axe (OZ).




(=y=0)

7 Lignes de coordonnées en
S H coordonnées cartésiennes
M &

Repére associé aux
coordonnées cartésiennes

Le repére cartésien est celui auquel on pense le plus souvent, maisice s’ €stypas forcément le
plus adapté a la symétrie du probléme, notamment lorsqueg@sypoints matériels se déplacent
sur des cercles.

3.2 Repére cylindrique
Lorsqu’on étudie le mouvement de rotation dun point M autour d’un axe, on introduit pour
simplifier les calculs le systéme de coordonnéesieylindriques. Dans ce systéme, le point M est

repéré par :

e p= ||Wn)|| = ||W|| le rayon peldire i'distance du point M a I’axe (OZ) ;

e 0= (ZC’, Wﬁ) I’angle polaire ;

e ctz lacote du pointpyM.
Avec p>0, 0 € [02m] et z € |— o0, + o]

La base locale mobile (e—p’, €p, e,) du repére cylindrique associée a ce systéme de coordonnées
est tel que :

e, Vecteurunitaire tangent a la ligne de coordonnée(8, z), obtenue en faisant croitre p
anf,_et'Z constant : la ligne de coordonnées (6,z) est la droite radiale (HM). e-p’est
griente dans le sens desp croissants.

e ‘Egest un vecteur unitaire tangent en M a la ligne de coordonnée(p, z) qui est le cercle
de centre H et de rayon p dans le plan (M, ey @’).?gest orient¢ dans le sens des 6
croissants.

e ¢, vecteur unitaire de la base cartésienne paralléle a I’axe (0OZ).




Lignes de coordonnées en Repcere associ€ aux

coordonnées cylindriques coordonnées cylindriques
7A
— ()
Zg\
M<
,Z
20T e
0 >Y
........................... m
X X
Le vecteur position s’écrit alors dans la base orthonormgéesdirecte'du repere cylindrique :
—_— —_— —_— p
OM=0m+ OH=pe, + ze, ou = O)
27 (epegez

cffectue grace a la transformation :

. N
Le passage du systéme cartésien au systémgcy

x = pcos(0) t y = p sinfh)

Lorsque le mouvement est plan (z = n ce dans la base polaire (e,, €g), on a alors
OM = p e,.

3.3 Repére sphér e@

Lorsque les gra ysiques, en un point M quelconque de 1’espace, dépendent de la
distance 7@ ain point OM peut étre décrit par ses coordonnées sphériques (7, 8, ) :

|| est la distance radiale ;
. = (e, W) définit la colatitude ;

.« o= (e—,; W) définit la longitude.

Avecr >0, 6 € [0,m] et ¢ € [0,2m].

La base locale mobile (e;, eq, ;) du repére sphérique associée a ce systéme de coordonnées
est tel que :

10




e ¢/ est un vecteur unitaire tangent a la ligne de coordonnée(8, @), obtenue en faisant
croitre 7 a 6 et ¢ constants : la ligne de coordonnées (6, @) est la droite radiale (OM)
et e, est un vecteur perpendiculaire a la sphére de centre O et de rayon 7, orienté dans
le sens desr croissants.

e ¢, est un vecteur unitaire tangent en M a la ligne de coordonnée(r, @) qui est I’arc du
cercle de centre O et de rayon 7 dans le plan (OZ,0M). egest orienté dans le sens des 0
croissants.

o ?[;est un vecteur unitaire tangent en M a la ligne de coordonnée(r, ) qui est le cercle

de centre H et de rayon rsimf dans le plan (M, ey, e,). e est orienté dans le sens
des¢ croissants.

Lignes de coordonnés en Repere associé aux
coordonnées sphériques coordonnées sphérigues
(9, QO) S V=
Hi-. Hy-. . \e;
M M. v~
(T! 9) ! N e(ﬂ
1 1
| [ 69
: g :
1 1
1 1
: 9x :
o \J\‘ o
S St
X X

Le vecteur pasitionis’écrit alors dans la base orthonormée directe du repére sphérique :

T
OM=r¢e ou OM = <0
0/ (@252

Le passage du systéme cartésien au systéme sphérique s’effectue grace a la transformation

x=71sifcosy ; y=rsingdsin et z =71 cosf

4 Description du mouvement

Décrire le mouvement d’un point M par rapport a un référentiel 972'c’est donné son équation
horaire. L’¢équation horaire est I’équation qui permet de repérer le point M a chaque instant.
11 existe plusieurs fagcons de repérer un point M au cours du temps :

11




e Soit on définit le vecteur position 7(t) = W(t) a chaque instant dans ’un des
reperes que nous avons présenté. On obtient alors I’équation paramétrique de la
trajectoire en fonction d’un parameétre qui est précisément le temps. Exemple : en
coordonnées cartésien, I’ensemble {x(t), y(t), z(t)} constitue 1’équation paramétrique
de la trajectoire.

La trajectoire est la courbe de 1’espace formée par I’ensemble des positions occupées
par le point M au cours du temps. Son équation s’obtient en éliminant le temps de
I’équation paramétrique.

e Soit - si la trajectoire est connue - on utilise 1’abscisse curviligne s(#), qaiyest une
mesure algébrique de la distance d’arc MyM(t) le long de la trajectbire. Mygétantun
point origine arbitraire sur la trajectoire. Le repere utilisé dans ce ¢as dit\kepere de
Frenet est construit a partir de la courbure de trajectoire.

ATTENTION : il ne faut pas confondre les concepts de référentiel gt de“tepere d’espace.
Dans un référentiel donné, le méme mouvement 4 unymobile peut étre décrit
mathématiquement en utilisant des reperes d’espace différents. ‘Ces repéres sont dits des
repéres de projections. Par contre le mouvement d’un mobile ne séra pas le méme suivant le
référentiel dans lequel 1’observateur se situe.

e Le repére peut étre fixe c.-a-d. li¢ au référenticl

e Le repére peut étre mobile c.-a-d. associ¢ audéplacement du point matériel

Dans toute la suite de ce chapitre leggmouvement du point M est décrit dans le référentiel &7
(référentiel d’étude) 1ié au repergyartésien (0; ey, ey, e;). Les dérivées par rapport au temps
sont donc effectuées dans &7

La cinématique dans ung@éfésentiel 97 est caractérisée par trois vecteurs :

o 7(t)= oM () este™vecteur position ;
o 17 (t) = (dr(t))/g (da: (t))m est la vitesse du point M dans 77
s A= ( )/ o = ( Tz ) sor est I’accélération du point M dans 2.

) : e d .
Dans la"suite de ce chapitre la dérivée par rapport au temps dans @?‘(a@) sera noté de facon

simplifié (sauf confusion) par (%).
4.1 Cinématique dans le repere cartésien

4.1.1 Expression du vecteur position

En coordonnées cartésiennes le vecteur position s’écrit simplement :

OM =xe, + ve,+ ze;

12




Expression du vecteur vitesse

L, dOM d
V= 7_ E(xex+ yey,+ zez)
dx_, de; dy _, de, dz _, de,
= (Eex+xﬁ>+<aey+ yE + aez + z dt

Dans le repere cartésien les vecteurs de la base sont fixes par rapport au référentiel 27 choisi.

. dey, de,, de,
Soit : —2= 2= "2Z=)
dt dt dt

11 vient alors :

X

7 ax — dy — dz 7 . — . — . — _ .

V= (Eex+5ey+5ez) ou V= (xex+yey+zez) ou M= (y)
(exeyez)

4.1.2 Expression du vecteur accélération

Le vecteur accélération se déduit du vecteur vitesse :

d(dx_ﬁ dy _, dz_,)

= —|57ex M6y + 7€
t dt\dt * dt > dt&°

3 dzx_++dxd5,2 N dzy_,_l_ dy des; N dzz__>+ dz de,
~ \ ez % Tt dr dezy s dbdt a2 %2 T ar de

dey deyy, de;

De méme : — = =0
dt g dt
Il reste
d?x d?%y d x
- —_— — Z —s = e —> o —> o —> -
a—ﬁx+dt2ey+ﬁez ou a=xe,+ ye,+ze, ou a=|y
27 (exey.ez)

4.2 Cinématiquedans le yepére cylindrique

4.2.1 Expression duvecteur position

En coordonnées eylindriques le vecteur position s’écrit :
OM = pe,+ ze,

Les relations de passages de la base du repére cylindrique a celle du repére cartésien (ou
inversement) sont données par :

e, = cosf.e,+ simf.e, o e, = cosf.e, — sind.eqg
eg = —simg.e; + cosb.e, e, = simg.e;, + cosb.eqg
Ya

4

13




4.2.2 Expression du vecteur vitesse

Le vecteur vitesse se déduit de celui du vecteur position :

o doM _d , _,
= —dt dt (p € + ZBZ)

_ (dp_, N de, N dz _, N de,
“\ac® P at " Pt
Le repére cylindrique est un repere de projection mobile dans le référentiel &7 Rar rapport a

AR le repére cylindrique est en rotation autour de I’axe (OZ) et le vecteur)de Fotation
instantané vaut

Ainsi dans @7, les dérivées par rapport au temps des vecteurs unitdires de la base du repere
cylindrique sont (dérivée d’un vecteur de norme constante) :

— 5 —

0 — CyAeg=—Hep

S

—e, = (., Ne,= Oeg ©t

11 vient alors :
V=pe, p0¢ + He,

4.2.3 Expression du vecteur accélération

Le vecteur accélération se déduit de celm dit veeteur vitesse :

Q¢

do N, ., . .
d—V= —(pep+p099 +z7e,)

= (% dep +( + (6)es + ()9) dz‘*+'de_z)
=\acet 69 pdt %6 pI7eo a2t ar

Ce qui donne :
d= (p— pb?)e, + (200 + pb)eg + Ze,

4.3 Linématique/dans le repére sphérique
4.3.1%, Expression du vecteur position
En coordonnées sphériques le vecteur position s’écrit :
OM = re,
Les relations de passage de la base du repére sphérique a celle du repere cartésien sont
données par :
e, = simdcospe,+ sidsinpe, + cosbe,

eg = cosfcospe, + cosfsinpe, — side,
—_— . —_— —
€p = — Sinpe,+ cosge,

14




4.3.2 Expression du vecteur vitesse

Le vecteur vitesse se déduit de celui du vecteur position :

V= :E( —e +r—

doM d =) = dr_  de;
dt rer) =\t dt

Le repere sphérique est un repere de projection mobile dans le référentiel @2' Dans @7, le
repere sphérique tourne avec un vecteur rotation instantané :
ﬁsph = 95{; + ¢e;
Exprimé dans la base du repére sphérique donne :
ﬁsph = ¢cosfe, — sid e, + 0e),

Ainsi dans @7, les dérivées par rapport au temps des vectelirs Unitaires de la base du repére
sphérique sont (dérivée d’un vecteur de norme constante)i:

d——-> = —_— A—> . e —
Eer = Qspn N er = tegit ¢sinfe,
d_) = —_— A — J e
aeg = Dspn N €g =4 0e, + pcosbe,
d———) = —_— — —
Ee(p= Ospn N eg"= —@sinfe, — @ cosbeg

L’expression de la vitesse est donc £
V' =\e, +'rbeg + rgsinfe,

4.3.3 Expression du veeteurjaccélération

Le vecteur accélération's€ déduit de celui du vecteur vitesse :

- d . — A—> . . o
a=—V= E(rer+r9e9+ r<p51n9e(p)

e, L, d e e o d
= (rer +raer> + (7‘999 + rfeq + rea%) )
+ <7"gbsin9§p’+rgbsiIﬁap’+rgb9cost9?p’+r(psirﬁaap’>

En utilisant les expressions des dérivées des vecteurs de la base sphérique et a apres
simplification, on obtient :

a={F—r(02+¢%sit0)}e, + {270 + rf —rsimh cosh ¢p?}eg
+{27"<p simd +2r¢6 cos + rsi rﬂ}g(;
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4.4 Cinématique dans le repére de Frenet

Le repére de Frenet a pour origine le point M et comme base un triedre orthonormé direct
(er, ey, eg). Cette base mobile est telle qu’a chaque instant le vecteur e est tangent a la
courbe trajectoire et dirigé dans le sens du mouvement, ey est orthogonal a ey et dirigé selon
la concavité de la trajectoire, vers le centre du cercle localement tangent a la trajectoire
(cercle osculateur). Le plan formé par les vecteurs er et ey est aussi appelé le plan
osculateur au point M considéré. e forme avec les deux autres vecteurs un triédre direct
(eg = er A ey), il est ainsi appelé vecteur binormale.

trajectoire

Cercle osculateur

4.4.1 Expression du vecteur position

Dans le repere de Frenet il est impossible déécrite de maniere explicite le vecteur position
OM. Nous définissons ce pendant I’abscisse, cutyiligne’s(M) de M le long de la trajectoire

comme étant la mesure algébrique de la_longueur de 1’arc MqgM (M, est un pointde la
trajectoire pris comme origine).
S()= MoM(¢)

4.4.2 Expression du vecteur Vitesse

La vitesse étant tangente a Ja trajectoire, on a donc :

V=Ve,
La norme de la,vitesse §”ccrit
v dl ds
K. : S dt dt
AinSi on peut cerire
‘7 dS — . —
= —er=5s5e
Le vecteur er peut étre définit comme :
vV
er = —
Ty
. . , . = doM  ds— . . e e —
ou en utilisant I’expression V = 5 = g éron obtient une deuxieme définition de ey :
dOM
e =
T ds

4.4.3 Expression du vecteur accélération
L’accélération s’obtient en dérivant le vecteur vitesse, il vient donc :
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v d 14 de;

- — d —_—
a = E— E VeT)— EBT-FV—

Or d’apres la formule de dérivation d’un vecteur de norme constante on a

der = — —_—
% = .Q(eT/Lé?)A er

Le vecteur de rotat®@y/49 de ey par rapport au repére lié & &7’ peut étre exprimé en
fonction de 1’abscisse curviligne set du rayon de courbure R, du cercle osculateur. En effet,
pendant la durée dt, le vecteur ey tourne d’un angle élémentaire da autour d orienté

suivant e. Le vecteur rotation 3(&;/£7”) vaut alors :

da —s

f(erl o= e

\/

trajectoire

Cercle osculateur

Avec
Rcda =ds
Il vient alors :
G op= —Lep
(er/ 99= Re dt €p
Par conséquent
de; 1ds_, _, 1ds_,
= N er =

—= ——c¢ ——ce
dt ~ Rqdt ® Redt N

Ou

dez vV __

dt R¢
En fin, on peut donner I’expression de I’accélération

a= —er+—e
at " RN
. s . av . .
On voit que [’accélération tangentielle —; Mmesure la variation de vitesse, alors que
vt V2 . . .
I’accélération normale - est liée a la courbure de la trajectoire.
Cc

Remarque :
Le rayon de courbure de la trajectoire peut étre calculé :
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e Soit a partir de la composante normale de 1’accélération ay :
VZ

R = —

c=

e Soit a partir du module du produit vectoriel de Vetd:

- dv v? V3
VAd= Vﬁ/\(ae_f‘}'R—a) = R—B_B)
V3 C C
Rp= ———
C VAl

5 Quelques mouvements simples
5.1 Mouvement rectiligne

La trajectoire est une droite pris comme axe des abscisses x(t), ofieaté dans le sens du
mouvement.La vitesse et 1’accélération sont dirigées suivant la trajectoite :

oo —=>

ed « —> -
V = xe, et a=)xe,

On peut distinguer deux cas simple :
e Mouvement rectiligne uniforme : la yitess€ V' st constante, 1’accélération est nulle et
I’équation horaire est donnée par :
x(®) =Wt + x,

e Mouvement rectiligne uniformément aecéléré (retardé): 1’accélération a est

constante

. dx 1
i=a = E=V=at+V0 = x(t)=§at2+V0t+x0

Avec V; et x, sont regpectivement la vitesse et 1’abscisse du point a I’instant t = 0.
Dans ce cas la distance (x, — x;) parcourue entre deux instants t; et t, est telle que :

Vi — Vi =2a(x;—x)
5.2 Mouxement,citculaire
La trajectoirelestftin cercle qu’on prendra de rayon R constant et de centre O. L’étude dans le

repcre polaite, st plus adaptée pour ce mouvement. Nous décrivons donc le mouvement par
les coordonnées: p =R et 6(t)

OM = Re,, V = Réeg et  d= —RO%, + Rbe;

e Mouvement circulaire uniforme: le mouvement se fait a vitesse (V = RQ)

constante :
0= w = 0= + 6,
V = Rwey et d = —Rw?e,

18




CHAPITRE I11

MECANIQUE DU POINT MATERIEL
CHANGEMENTS DE REFERENTIELS

Dans tout ce chapitre, les deux reperes (Oy;exq,€y1,€51) €t (O €xz, €y, €,7) sont lics
respectivement aux deux référentiels R, et R,.

Soit un point matériel M en mouvement dans un référentiel R,, lui-méme en mouvement par
rapport a un référentiel R,. Nous appellerons :

e Mouvement absolu, le mouvement de M par rapport a R;

e Mouvement relatif, le mouvement de M par rapport a R,;

e Mouvement d’entrainement, le mouvement de R, par rapport &8R-

L’objet de ce chapitre est de relier le mouvement absolu@vec le mouvement relatif d’un point
M, connaissant le mouvement d’entrainement du référemtiel relatif R, par rapport au

référentiel absolu R;.

Caractérisons tout d’abord le mouvement de R3 paritapporta R .

1 Mouvement d’un référentiel par rapport a'un autre

Le mouvement général d’un référéntiebR,¥par rapport a un référentiel R, se décompose en
deux mouvements type : translationigt rotation

e Mouvement de translation *¥R, est en translation par rapport a R, (sans rotation) si les
e S A o A

VECteUrs ey, e, etge,,; conservent la méme direction et le méme sens au cours du
temps, par rappott a tout observateur li¢ a R,. Dans ce cason a :

(@), = (&), (&),
dt Y dt /2y dt Y

Translation rectiligne Translation circulaire
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- Si 0, décrit une droite, on parle alors de translation rectiligne.
- Si 0, décrit un cercle, on parle de translation circulaire.
- Si 0, décrit une courbe quelconque, on parle de translation curviligne.

e Mouvement de rotation : dans ce cas

de,, de,, de,, -
< df) , ( th12> et (d—zz> sont # 0
/R4 /R1 /R1

Les vecteurs e,,, €y, et e,; sont en rotation par rapport a R;. Pour cesederniers, le
vecteur rotation instantané est le méme, car ils sont « rigidement », liésiles Umispaux
autres, et il est égale au vecteur rotation instantané du référentiel R, par rapport a R4

noté 'Q(RZ/Rl)-

En appliquant la formule de dérivation d’un vecteur tournantdde norme constante par
rapport au temps on obtient :

dey, q _
< djtc > = Do/ N €xz;
/R

de,, ~ —
et dt = 'Q(Rz/fkﬂ A\ €,o
/R1

dé,,
y2 _Y =g RN
< dt ) _‘Q(RZ/RQA €y2
IR

Ces relations représentent la définition“génépale du vecteur rotation instantané. Noter
que le vecteur rotation peut vari€r enimorme (rotation fixe avec une vitesse angulaire
variable) mais aussi en direction (1/axe/de retation n’est pas fixe).

Ainsi dans le cas général, le fimouvement d’un référentiel par rapport a un autre est la
composition d’une translatign etid’ uné'rotation.
2 Dérivation d’un,vecteur/par rapport au temps

La cinématique est,basée’en grande partie sur la dérivée temporelle des fonctions vectorielles.
Sachant ‘quel cetteydérivée dépend du référentiel de 1’observateur, nous cherchons a établir une

forpaule de ‘dérivation reliant la dérivée temporelle d’une fonction vectorielle U (t)dans les
deuxircterenticls R, et R,.
Exprimons U (¢) dans la base (€,5, €,2,€72) !

g —_— —_— —_—
U= Uyey, + Uyzeyz + Ujzey

La dérivée de U(t) dans R, est donnée par :

ar 2t g o dt 72

<dl_j> AUy, dUy, AU,
dt /2
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les vecteurs ey, ey, et e,; sont des vecteurs constants dans R,.

La dérivée de U (t) dans R, est donnée par :

a2t q ey dr 22

de=; de; de;;
sz <d_;:> + Uyz <d_:;,'} + UZZ _Z
/R1 /R1 /R1

Les vecteurs e, eyz et e,, ne sont pas des vecteurs constants dans R,. Leurs
données dans le paragraphe 1.
Il vient alors :

<dﬁ> <dﬁ> +0 A (Uyzes + U
- =\75F (R2/R1) x2€x2 ezz
dt /R, dt /R,

D’ou:
(dﬁ> <
I (RZ/RI)
dt /23 dt /R

2

<dl_f> dUs, ., dUy, . dU,

Remarques importantes :

e La dérivée est invariante par ch% ¢férentiel si :
- .(2(732 JRy) = en translation ;
-l /
dU _ =
. (dt = Ry A U 0@, my) = = Bimy/my)

° Comp0s1 D ecteurs rotations : ﬁ(m JRy) = ﬁ(RB JRy) T ﬁ(RZ JR1)

onstration :
lent trois référentiels et une fonction vectorielle quelconque U(t). Nous

avons :
dU dU ~ _
2] " \a) T lwymonU
/R1

dU dU _ ﬁ
7] “\g) Tt lwymaAU
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de pl (dﬁ> (dﬁ> + 0 AU
e plus — | == (R3/R1)
dt ) .. dt ) .

En identifiant les termes des deux derniéres relations on obtient la formule de composition des
vecteurs rotations : 2, /2y = L(ry/ry) T 2(Rr,/R)-
3 Loi de composition des vitesses

La loi de composition des vitesses est la relation qui lie la vitesse V,(M) d’un pointwM dans le
référentiel absolu R, a la vitesse Vr)(M ) du point M dans le référentiel relatifdR,.

V,(M) = (dolM) est appelé vitesse absolue du point M ;
dt /R,

— _ (dO;M . . .
V.(M) = (—dt )/Rz est appelé vitesse relative du point M.

La relation liant les vecteurs positions du point M dan$ les deux référentiels R, et R, est
simplement : O4M = 0,0, + O,M

Pour obtenir la loi de composition des vitesses, gertvant par rapport au temps le vecteur
position O;M dans R, en utilisant la formulg de dériyation vectorielle. Il vient donc :

V)(M) _ dOo;M > de, 0, 4 do,M
. dt dt dt
/R4 /R1 /R1
do, M - — d0,0,
S dt + 'Q(RZ/Rl) N OZM + dt
/R2

/R1

Le premier terme s*identifie a'la vitesse relative du point M dans R, :

— do,M
o = (=2
. /R2
Le terme (%)/R + 5(732 /Ry N\ O2Mest appelé vitesse d’entrainement du point M, on le

note V5(M) :

— _ d0102 — -
Ve(M) = I + Qr,my) N O2M
/R1

La vitesse Z)(M ) est liée au déplacement de R, par rapport a R; :

(d0102

) = V(0,) /%, €xprime la translation de R, par rapport a R, ;
dt /R4 1

o ﬁ(ﬁz /R, N O, M exprime la rotation de R, par rapport a R;.
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La signification de la vitesse d’entrainement s’explique par la notion de point coincident.
Par définition, le point coincident de M a I’instant t dans le référentiel R, est le point M*,
fixe dans R, qui occupe la méme position que M a I’instant ¢.

La vitesse dans R; du point coincident M* a I’instant t exprimée a partir de la loi de
composition des vitesses est :

- do,M* do,0
M) g, = ( 2 ) ( 10,
/R2

> + Q(RZ/R1) N OZM*
/R1

dt dt
do,M* = . " —
(T) = 0 puisque M*est fixe dans R, et O,M* = O,M al’instat t.
/R2

1l vient alors :
d0,0,

dt

I7(1‘/1*)/731 = ( ) + -5(7&2/731) A O, M =\ V()
/R1

V‘;(M ) est donc la vitesse dans R, du point M, s’il était fixe dans R, (point coincident)

La loi de composition des vitesses peut étre écrite defacon simplifiée comme :

V(M) =4V, (M) A (M)

4 Loi de composition des accélérations

La loi de composition des accéléfations est la relation qui lie I’accélération a, (M) d’un point
M dans le référentiel absdlu Ry\a I’a¢eélération a, (M) du point M dans le référentiel relatif
R,.

— d?o;M B .. . Lo .

a,(M) = ( dt; )/Rf PPaccéleration absolue du point M par rapport au référentiel absolu R ;
_ a0, s : : oo :
a,(M) = ( dti )/Rz’ I’accélération relative du point M par rapport au référentiel relatif R,.

En dériyantila formule de composition des vitesses, en utilisant la formule de dérivation
vectorielle, on obtient la loi de composition des accélérations :

dt

d201M> d
. dt

— — s d0102
V.(M) + ‘Q(RZ/RQ AO,M +
/R1

/R1

Calculons la dérivée dans R, de chaque terme. Pour alléger les notations, convenons que Q
signifie ﬁ(ﬁz /R,)» que V signifie V(M)et que le mobile est M. 1 vient :

23




(d0102> ] _<d20102>
- 2
T ) .
dv. dv, L
(@), = (&), -7
/R1 /R2

d (2 A O,M) <dﬁ> AOM + 0 A <d02M>
- 2 =757 2

/R
dt 1 dt /R, dt /R,

—

@G (M) + AV,

df — - |faoM Lo
= E /\02M+.Q/\ T +..Q/\02M
. /R1 /R2
df

= (E) AOM + GAV.(M) + GA(GA0;M)
/R1

En regroupant tous ces termes, nous obtenons la relation deg®mposition des accélérations :

. . d20,0, dfi N A — Lo
a,(M) = a,(M) + e = AO.M +A(2A0,M) + 20NV,
/R1 /R1

L’accélération du point coincident M® pds rapport a Riest appelée accélération
d’entrainement du point M, et elle se noteya,(M). Son expression peut étre obtenue en
utilisant la relation de composition des age€lérations (a,(M) = d(M*),z, = a,(M")):

M* est fixe par rapport a R,, donc @ (M) =0 et V(M) =0

et sachant qu’a I’instant ¢ “@y; M= O, M, il vient alors :

49,0 do .
a, ) = ( dtlz 2) + (E) AOM + 0 A (2 AO0,M)
/R1 /R1

a,(M) éstl’accélération dans R, du point M, s’il était fixe dans R, (point coincident)
Remargue.. 1"agcelération d’entrainement n’est pas égale a la dérivée dans R, de la vitesse
, — dve
d’entrainement (a, (M) + (%) )
/
La loi de composition des accélérations peut €tre écrite de fagon simplifiée comme :

Ta(M) = T (M) + TG(M) + 2 Gz,/m,) AV (M)

Par comparaison avec la relation de composition des vitesses, il apparait un terme
complémentaire, nomm¢ accélération de Coriolis :

@(M) = 2 Gmy/m,) A Vi (M)
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5 Cas particuliers

5.1 Cas ou R, est en translation par rapport a R;.
Qwyry =0 =

o (M) = V,(0,) et a;(M) = a,(0,) : tous les points liés 2 R, ont méme vitesse et
meéme accélération par rapport a R.
e a(M)=0
Donc la loi de composition des vitesses s’écrit :
Va(M) = V.(M) + V,(02)
Et celle des accélérations est donnée par :
ag(M) = a;(M) + a,(0)

5.2 Cas ou R; est en rotation uniforme par rapport a Rj autour d’un axe fixe.

Supposons que le référentiel R, soit en rotation unifomme autour d’un axe fixe (A) par rapport
a R;. On note (2 le vecteur rotation et on place O, €n O;-

Le mouvement d’entrainement du point M (meuvement du point coincident M*) est circulaire
uniforme de centre H, le projeté orthogoftalhde M sur I’axe (A), de raydd et de vitesse
angul aire constant.e Dans ce cas

—_—

e La vitesse d’entrainement sécrit Ve)(M) =0 AHM
Et la loi de compositiomdesivitesses est : Va)(M) = Vr)(M) +0ANEM
e L’accélération d*€éntrainement est centripéte dirigée de M vers H et de norme HM 072 :
a, (M) = — Q*HM

La lotide eomposition des accélérations est :

(M) = a.(M) — 02HM + 20 AV (M)
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CHAPITRE 1V

MECANIQUE DU POINT MATERIEL
DYNAMIQUE

1 Définitions

La dynamique est I’¢tude de la relation entre le mouvement d’un corps et les causes qui, les
produisent. Ces causes portent le nom d’interactions et elles sont représentées, en\miccanique
classique, par des vecteurs appelés forces.

Point matériel : au cours de nos études, on considére que tout sy§teéme physique est réduit a
un point matériel coincidant avec son centre de gravité et contehant Saginasse m.son ¢tat
(position, mouvement) est complétement décrit a 1’aide degtueis codrdonnées (3 degrés de
liberté).

La masse inertielle m d’un point matériel, est un scalaire positif qui représente la propriété
d’inertie c'est-a-dire la résistance de ce point a une modification de son mouvement : plus la
masse d’un point matériel est grande, plus il est difficile’de modifier sa vitesse.

La masse est invariante dans le temps, etqnedépend pas du référentiel. C’est une
caractéristique intrinséque du point matéfiel. “R’unit¢é de la masse, dans le systéme
international d’unité, est le kilogramme (syfmboley: Kg).

2  Quantité de mouvement

La quantité¢ de mouvement dun peint matériel est définit comme le produit de sa masse m par
sa vitesse V :

P=mV

La quantit¢ de mouvement est une grandeur vectorielle colinéaire a la vitesse. C’est une
notion physiquejquim€ombine entre les deux éléments qui caractérise ’état dynamique du
point matériel : sa masse et sa vitesse. Son unité est le m.Kg.s™. Il s’agit d’une quantité

additivewsi le'systeme considéré est formé de N points matériels de masse m; et de vitesse V;

alors':
N
5
P = m;Vv;
i=1

La quantité de mouvement est une grandeur qui dépend du référentiel d’observation

!

~.

3 Notion de force

L’action mécanique d’un objet § sur un point matériel M est modélisée par un vecteur lié

appelé force et noté ﬁSqM. Chaque force ce caractérise par un point d’application, une
direction, un sens et une intensité. Elle se mesure en Newton (symbole : N).
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La force résultante de plusieurs actions mécanique est égale a la somme vectorielle des forces
dues a chacune de ces actions.
Nous admettons que les forces ne dépendent pas du référentiel d’observation.

L’ensemble des forces observées dans la nature ne sont que la manifestation macroscopique
de quatre interactions fondamentales de nature différentes : 1’interaction gravitationnelle,
I’interaction faible, I’interaction forte et I’interaction électromagnétique. Les théories qui
décrits ces quatre interactions ne sont pas encore totalement unifiées. C’est pourquoi, dans ce
cours, nous n’envisagerons que les forces dues aux interactions qui sont décrites par la théorie
classique (physique Newtonienne).

Deux types de forces sont a considérées :
e forces a distance : Gravitationnelles entre masses, électromagnétigues entre charges.
e Forces de contact : tension d’un ressort, réaction d’un support (frottement de
glissement) , frottement fluide ...
3.1 Forces a distance

Force de gravitation

La force qu’exerce une masse m,; sur un@ autte masse mjest toujours attractive. Elle
s’exprime grace a la loi de Newton :

>
le—)mz 7y 2 T

Avec G ='6,67.107 11 (SI) la constante de gravitation universelle.

Remargire *9L attraction que la Terre (de masse My et de rayon Ry) exerce sur un point
matériel (de masse m et d’altitude z) proche de la surface, s’appelle le poids de celui-ci et on
I’approxime :

GMrm _

B __2trm
(Rr +2)2°7

~—mge;

Avec g = 9,81 ms—2

=t
sol
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Force électrostatique

La force entre deux particules chargées ¢lectriquement est soit attractive soit répulsive. L’état
¢lectrique des particules est caractéris€ par leur charge électrique Q, scalaire positif ou
négatif. Deux charges de méme signe se repoussent.

Loi de Coulomb :

Q:1Q2 _,

Fo o =
Q1 Q2 47‘[801‘2 r

Avec — = 9.10° (SI)
47'[80

> Q2
FQl_’QZ QZ/'

Force magnétique

La force magnétique de Lorentz s’exercant sur ung partieuleqchargée en mouvement dans un
champ magnétique B est perpendiculairea la vitésse W.et au champ magnétique.

<!

4> 0

F

trajectoire

3.2 Forces de confact

Frottementsfsolide /solide
Le contact entre deux solides fait apparaitre deux forces : une force normale Ry (réaction

normale)yet une force R_T) (force de frottement) tangentielle au support et qui s’oppose au
glissemént

Lois de'Coulomb sur le frottement

e Lorsqu’il y a glissement sans frottement on a Ry = 0. —
e Lorsqu’il y a glissement avec frottement, on a Ry = fzRy
ou fydésigne le coefficient de frottement dynamique.

e Lorsqu’il n’y a pas glissement, on dit qu’il y adhérence
et’on a Ry < fsRyou fodésigne le coefficient de
frottement statique (on note que f; > fy).

e La condition de contact est donnée par Ry > 0.

<!
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Frottements fluide / solide

Lorsqu’un corps se déplace dans un fluide (liquide ou gaz) a une vitesse relativement faible,
la force de frottement est, en premiere approximation, proportionnelle a la vitesse et de sens
opposé

—

FW)= —aV

Avec a est un parametre constant qui dépend de la viscosité du fluide et de la forme du corps.
A des vitesses relativement important F (V') est quadratique :

F(V)= —hVV

h est un paramétre constant qui dépend de la masse volumique du fluide et de la\forme du
corps.

-

FV)
de

Forces de rappel
Lorsque I’on tire sur un fil (ressort), celui-& xe oduisant une force proportionnelle a
I’étirement. On dit que le comportement est élastique et la force de rappel €lastique s’exprime
ainsi :
F=-k(- le (valable [— Iy < lp)
avec [y la longueur au repos essort), / sa longueur et k la constante de raideur (en

N/m).
QQQQQJ.
1

4 Principe d’inertie (ou premiére loi de Newton) — Référentiels galiléens

4.1 Enoncé de la premiere loi de Newton

Un point matériel qui n’est soumis a aucune force est dit isolé.

Si les forces exercées sur un point matériel se compensent exactement (217" = 0), alors le
point matériel est dit pseudo-isolé.

Le principe d’inertie (ou premiere loi de Newton) s’applique au point matériel isolé ou
pseudo-isolé.
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Premiere loi de Newton
1l existe une classe de référentiels, appelées référentiels galiléens, par rapport auxquels un
point mateériel isolé (ou pseudo-isolé) est soit au repos soit en mouvement rectiligne uniforme.

Rappelons qu’un mouvement rectiligne uniforme est caractéris€é par un vecteur vitesse
constant et donc une accélération nulle.

4.2 Référentiels galiléens

Nous cherchons a établir la relation qui existe entre tous les référentiels galiléenst
Sachant que dans tous référentiels galiléens, 1’accélération d’un point matérigl isolé est nulle.

Considérons deux référentiels galiléens Ryq, Ry, et un point matériel Mgisolé. Par hypothése :

a(M)z,, = a(M)/z,, =0
En utilisant la loi de composition des accélérations on obtient :

- d.(-j —_— - - —_— - — —
d(0y2) P (E>/R ANOgoM + QA (2A0gM) + 2 HRg2/Rg1) ANV (M), =0
g1

Cette relation doit étre vérifi€e pour toute pesition, Og5M et pour toute vitesse V(M ) /Rg2 du
point M, ce qui se traduit par :

Q(Ry2/Ry1) =004 Vet a(ogz)mgl =0
ﬁ(Rgz/Rgl) =0= R 24t el tramglation par rapport a Ryq ;

&(ng)mgl = 0: la yifS8se des points de Rg, est constant dans Rgy; = Ry, est en

mouvement rectilighe uniformie par rapport a Ry.

Nous pouvons.en‘eonclure donc que deux référentiels galiléens sont I’un par rapport a I’autre
en translation rectiligne uniforme.

La réciproque est immeédiate : si R, est entranslation rectiligne uniforme par rapport a R,

galiléen, alors les accélérations d’entrainement et de Coriolis sont nulles dans R, qui est par
conséquent galiléen.

On peut énoncer donc, que :
L’ensemble des référentiels galiléens est constitué par tous les référentiels en translation
rectiligne et uniforme par rapport a l’'un d’entre eux.

Remarque :

Le caractére galiléen d’un référentiel est li¢ a la validité du principe d’inertie. Le critére de
validité dépend de la précision que 1’on exige. C’est pourquoi, certains référentiels sont
approximativement galiléens sur une certaine échelle de temps.
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Dans le paragraphe suivant, nous citons quelques référentiels courants et nous précisons leur
caractere galiléen.

4.3 Référentiels usuels de la mécanique newtonienne

Référentiel de COPERNIC R, : Repere d’origine le centre d’inertie C du systéme solaire et
dont les axes pointent vers trois €toiles dites “fixes” + repeére temporel. Il est utilisé en tant
que référentiel galiléen, avec une excellente précision, lorsque 1’on considére le mouvement
d’un point matériel dans le systeme solaire.

Référentiel de KEPLER Ry : se déduit du référentiel de COPERNIC par translation,: Repere
d’origine le centre d’inertie § du soleil et dont les axes sont choisis paralleles a ceux durepere
spatial de R + repere temporel.

Rigoureusement, ce référentiel n’est pas galiléen car le Soleil est en mouvement dans notre
galaxie, elle décrit autour du noyau galactique une orbite circulaire em, une période
Ts = 250.10° années.

L’approximation consistant a supposer que Ry est galiléen est en général“€xcellente puisque
la durée des expériences humaines est toujours tres faible deyantyls.

Référentiel géocentrique R, : Repere dont I’origine est ab,centte de la TERRE et dont les
axes restent paralléles par rapport & Rx (Ro)+ repere temporel. Ce référentiel est donc en
translation quasi-circulaire (I’orbite terrestre n’est pasitout a fait circulaire) par rapport a Ry
(R¢). La durée de révolution de la terre autoufdu seleil vaut 365,25 jours (année sidérale).

On peut considérer R, comme galiléen Sur, des, expériences terrestres "peu longues" (une
journée maximum), car, dans ce cas, le mouvementidu centre de la Terre est alors assimilable
a une trajectoire quasi-rectiligneuniforme:

Référentiel terrestre Ry : Repére 4’ originesin point de la surface terrestre et d’axes liés a la
Terre+ repere temporel. Par wappert aw référentiel géocentrique R, ce référentiel est en
rotation (période sidérale Fi= 23hS56min04s) autour de 1’axe des pdles (Sud-Nord).

Ce référentiel bien que rigouteusement non galiléen est souvent traité comme un référentiel
galiléen car les effets de la rotation terrestre sont souvent négligeables dans les expériences
courantes.

Pole Nord

RE™

R, T
Soleil (S

v

v

Pole Sud
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5 Relation Fondamentale de la Dynamique (RFD) dans un référentiel galiléen —
deuxieme loi de Newton

La deuxieme loi de la dynamique est la RFD qui relie la dynamique (les causes : forces) et la
cinématique (les effets : courbure et accélération).

Enoncé de la RFD :
Dans un référentiel galiléen R ,, un point matériel M soumis a une résultante des forces ), F

voit sa quantité de mouvement Pvarier d’autant plus vite que la résultante des forces Y, F est
importante. L équation du mouvement est donnée par :

z P d_ﬁ qui c?e?ient, lors.que la masse m du point z Pt c'i(M/:R )
dt matériel ne varie pas au cours du temps 9

La RFD est une équation différentielle dont la résolution donmeyl’équation“horaire de la
trajectoire a condition de connaitre les conditions initiales.

Remarques :
e Conformément au principe d’inertie, un point matériel soumis a une force résultante

nulle (isolé ou pseudo-isolé) n’est pas accélére (d’(M / Rg) = 0c.-a-d. Mestau repos
ou en mouvement rectiligne uniforme).

e Si M est dans une position d’équilibe, son accélération est nulle et la somme des
forces appliquées a M est nulle.

6 Principe d’action et de réaction — troisi¢me lgi de Newton

Enoncé:
Soient deux points materiels My et M, en interaction. Les forces d’interaction Fy, _, y, et

S
Fy, u, sont opposées etgeolinéaire’a l'axe (M1 M,).

Ce principe d’actionet deyéaction (principe des actions réciproques) se traduit par :

- - FM1—>M2
Fy,5m, = = Fuymy 7 4///"1\‘/12
Fvig=m, N MMz = 0 /

7 Relation Fondamentale de la Dynamique (RFD) dans un référentiel non galiléen
Soient R, un référentiel fixe galiléen et R un référentiel mobile non galiléen
Prenons comme point de départ la RFD :

YF=mad(M/R,)
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appliquée au mouvement d’un point materiel M dans le référentiel galiléen R,.

Nous désirons décrire le mouvement de M par rapport au référentiel mobile R. On doit
transformer 1’accélération &(M / Rg), en utilisant la loidecompositiondes accélérations, pour
passer dans le référentiel R.

Z F=ma(M/R,)= mda(M/R) + ma;(M) + ma;(M)
L’observateur mobile décrira le mouvement de M a partir de I’accélération a(MY . R
maM/R) = ) F - m@;(M) - m@ (M)

De cette facon, la RFD est encore valable dans le référentiel Wobile & (non galiléen) a
condition d’ajouter dans le bilan des forces deux termes suppléementaires : les forces
d’inerties

ma(M/R) = (z F)+ Byt Fic

e = —ma,(M) désigne la force d’inerticdientrainement

e Fi,=—-—ma,(M)= -2 m—ﬁ(R/Rg) A U(MJR) désigne la force d’inertie de
Coriolis. Cette force n’existe que s¥'le point materiel est en mouvement par rapport a
R et si R est en rotation par rapport aRyg.

> g T

8 Meéthode d’application de la relation fondamentale de la dynamique

En générale, I’application‘de [aiRFD"dans la résolution d’un probléeme mécanique, peut étre
résumée dans les principales étapes présentées ci-dessous. Ce pendant, par intuition plus ou
moins compléte de la m€caniqueyon peut passer certains étapes.

e Préciser I¢ systéme ctudié (dans notre cas c’est le point matériel).

o Préciser lexeférentiel d’étude. Est-il galiléen ?

e Faixe le bilan des forces (n’oublier pas les forces d’inertie si vous avez opté pour un
référentiel’d’étude non galiléen).

e Quelles'sont les contraintes géométriques, c'est-a-dire le degré de liberté ?

¢ \(Choix du repere de projection.

e ‘Etablir ’expression du vecteur accélération de votre systétme selon les vecteurs de
base du repére de projection choisi (n’oublier pas d’exprimer les accélérations
d’entrainement et de Coriolis si vous avez choisi un référentiel d’étude non galiléen).

e Application de la relation fondamentale de la dynamique (RFD) et projection sur les
vecteurs de base du repere de projection.

e Résolution mathématique des équations différentielles du second ordre avec
conditions initiales et obtention de la loi horaire.
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9 Exemple : Chute libre

Considérons un point matériel M de masse m en chute libre dans R, (référentiel terrestre)
supposé galiléen. Le champ de pesanteur est considéré uniforme dirigé vers le bas.

9.1 Chute libre sans frottement

Le poids P= —mg ey est la seule force appliquée au point matériel M.
La RFD dans Ry est :
P=mge,=ma soit a=ge; = L
Z N
Ce qui donne le systeme d’équations différentiels : B
X=0
=0
=49 77J'77 sol

Conditions initiales : siat = 0onazy = 0 et 70) =0
Etant donné qu’il n’y a pas de vitesse initiale Suivant lesiaxes OX et OY, ces deux
coordonnées restent en permanence nulle et on peutitraiter le probléme a une dimension

(mouvement rectiligne suivant I’axe OZ).

L’intégration de I’équation différentielle abeutitia 1’€quation horaire :

1
7= =g t?
. 2 g
La vitesse est donnée par :
V=gte,

9.2 Chute libre ayec frottément linéaire

En plus du poids{le point matériel M est soumis a une force de frottement linéaire :

F(V)= —aV
La RED donne,:
; dv 7
ma=m-—-—=mge;— «a
dt g ez
Soit :
dv _ al_/)
—_— e, — —
™
. a .
X=——x
m
. ) . a
En projetant sur les axes, on obtient :4 ¥y = — —
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Conditions initiales : siat = 0onazy = 0 et 70) =0
L’équation différentielle en x s’écrit :
a
—+ —x=0 = Xx=xpem
m
Oralinstant t = 0, xq = 0 ; donc :
x=0 et deméme y=0
Le mouvement est vertical (V = V &, = ze,).

L’équation différentielle du mouvement s’écrit :

av
a9

a
m m

Soit :
Ou alors
Par intégration on obtient :

Etpuisqueat =0, V, =

1l vient alors :

Et

Quan t — oo, Vtend vers lavaleur limite V;;,, = g

e Au départ le mouvement est accéléré mg > aV
e Par suite la force de frottement augmente avec la vitesse (F = aV) jusqu'a ce qu’il
. , . == av _ = .
devient égale au poids (mg = aVlj;y,). Dans ce cas (P + F = md—‘;= 0) ce qui
signifie que le mouvement devient rectiligne uniforme avec une vitesse stable égale a

agm

V=Viim= o
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CHAPITRE V

MECANIQUE DU POINT MATERIEL
THEOREMES GENERAUX

1 Théoréme du moment cinétique
Le théoréme du moment cinétique relie le moment cinétique au moment des, forcess, Ce

théoréme découle de la relation fondamentale de la dynamique. Il ne posséde doné pas plus
d’information que n’en posséde la relation fondamentale de la dynamique.

1.1 Définitions

Moment cinétique

Considérons un point matériel M de masse m, animé d’uneiyitesse V(M) gpar rapport a un

référentiel R. On appelle moment cinétique de M _par rapport & un point O fixe dans R,le
vecteur :

On définit également le moment cinétiquefparirapport a un axe. Soit ule vecteurunitaire

orientant un axe A. On appelle le moment&€inétique’d’un point matériel M par rapport a I’axe
A, le scalaire :

y(M)jz = ZO(M)/R- u
Cette grandeur est indépeadante, du'choix du point O, point quelconque de 1’axe A.
Le moment cinétique,s ‘€Xprime en J.s.

Moment d’une foree

Considéronstune force F qui s’applique en un point M. On appelle le moment de la force F par
rapport aumpoint O, le vecteur :

—_—

Mo(F)= OMAF

On définit également le moment d’une force par rapport & un axe A orienté suivant U et
passant par un point O quelconque, par le scalaire :

My(F) = Mo (F). 7
Grandeur indépendante du choix du point O, point quelconque de I’axe A.

Le moment d’une force s’exprime en N.m.
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1.2 Théoréme du moment cinétique Dans R, galiléen

O ¢tant fixe dans Ry, on dérive le moment cinétique ZO (M) /R gPAr rapport au temps dans R

on obtient :
d (Lo(M),z,) d (m OM AV(M),z,)
dt B dt
/Rg /Rg
_ o (40M AV(M),n +mOM A VM) z,
M\ e /Rg T T dt
/Rg SRY
dom - av(m) z . R
Avec (T)/Rg = V(M)/Rg et m <Tg>/R =m a(M)/Rg = ZF
g

Ou ), F est la résultante des forces appliquées (forces galiléennes) @impoint matériel M.
Soit :

d(zo(M)/yeg) . 3
—_— = OM/\ZF
dt
/Rg

On reconnait a droite le moment des forces par rapport a@point O (]\7[)0 (Z F ))

Cette relation exprime le théoréme du momentcinétique dans un référentiel galiléen R ; :
Dans R, la dérivée par rapport au temp$ duyimoment cinétique par rapport a un point fixe est
egale au moment des forces appliquées paf rapportau méme point.

Le méme théoréme peut étre dé€ritiavec les moments définis par rapport a un axe Afixe dans
Ry (orienté suivant ), endprojetant Shivant U la relation exprimant le théoréme du moment
cinétique :
o) . o
—y————— U= (OM/\ZF).u
dt
/Rg
U est fix@dafis Ry, Thwient :

(d (Lo(M) . i . -
(O dtm ) =(0M/\ZF).

<l

/Rg
Soit le théoréme scalaire du moment cinétique par rapport a A dans R :

e

F
dt

1.3 Théoréme du moment cinétique dans R non galiléen

Le point O étant fixe dans R et le nonment cinétiquadeétant défini par
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—_—

Lo(M)/p = mOM AV(M);z = m OM AV,

En dérivant par rapport au temps dans R on obtient :

d(Lo(M = oM Pt fo o+ f
[M] :mOM/\aT=0M/\(ZF+fie+fiC)
]

Le théoreme du moment cinétique (par rapport a un point ou par rapport a un axe) reste
valable en référentiel & non galiléen, en remplacant la résultante des forces galiléenne ), F

par la somme :
D E footfi

1.4 Mouvement a force centrale : application du théoréme du momeént¢inétique'dans R,
galiléen

Une force est dite centrale quand, a chaque instant, la direction de\cétte force passe par un
point fixe O.

Soit un point matériel M de masse m en mouvement sous,l’action d’une force centrale F de
centre O, point fixe d’un référentiel galiléen R 4.

c 1y © 1 N . . ;. 5 o . LS , .
Si I’on considére un repére de projection sphérique d*erigine 0(0, e, €g, e(p)on peut écrire la
force en un point M :

F =¥, 0)e,
Et le vecteur position :
OMh= re,

L’application du théor¢me de momentycinétique par rapport a O, au mouvement de M dans
R gselon la base Cxrs Ep’) donne':

d (zo (M)/yeg)
dt

ol

= OMAF =re AF(r,0,9)e =

/Rg
:>L0(M)/Rg = constant

La genservatien du moment cinétique a trois conséquences :
- \dLa trajectoire de M est plane

OM est a chaque instant normale au vecteur constant Lo (M) /Ry €t par conséquent la

trajectoire de M est dans le plan perpendiculaire au vecteur ZO (M) /Ry contenant le point
0.

- 120 est une constante

La trajectoire étant plane, repérons M par ces coordonnées polaires (7, 9).
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ZO (M)/yzg =mOM A V(M)/Rg = constant

Avec OM = 1€, et V(M)/Rg = 7e, + 1 feg
Il vient alors :
mre; A(7e; +r0eg) = constant
Soit :
r20 =C

Ou C est la constante des aires déterminée par les conditions initiales.

- Loi des aires : ’aire balayée par le vecteur OM par unité de temps est ‘constante et

. L C . s as _ ¢
¢gale a 2 (vitesse aréolaire) : i

L’air dS balayée par le vecteur OM pendant dt s’interprétedgéométriquément comme
équivalent a I’aire du secteur circulaire de rayon r et d’angle d 6«

as = 3 [OW A OWF| = = [OFi A (OFi + dOT)| 1§
~rdf
1 1 _ . ds M
=3 ||0M A d0M|| =5 llre, A (dre, + rdfeg)||
oL
as_ 1 o5 _ G r
ac 20 U7 2

s L g \
7 appelée vitesse aréolaire, est gonstantepour un mouvement a force centrale.

Remarque : une relation de conservation qui ne fait intervenir que les dérivées premieres
est appelée intégrale, premtierey La relation 1260 = C traduit I’intégrale premiére du
moment cinétique.

2 Théoréme ded’énergiecinétique
2.1. Travail d’une force — Puissance d’une force

Le travail'd®une force est un transfére d’énergie. Une force F uniforme appliquée a un corps
en déplacementséctiligne d’une longueur [ dans un référentiel R, effectue un travail :

W(F),,=F.I

W > 0 : le travail est dit moteur ; la projection de F est dans le sens du déplacement.
W < 0 : le travail est résistant ; la projection de F s’oppose au mouvement.
W = 0: la force F est normale au déplacement (ﬁ' L11).

Dans le cas d’un déplacement quelconque (trajectoire curviligne) ou pour une force
quelconque (non uniforme) on décompose le déplacement en déplacements ¢lémentaires dl.

On définie le travail élémentaire de la force F appliquée au point matériel M, pour la durée
infinitésimal dt, par le produit :
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Avec dl = V(M)/R dt
Soit :
6W(F)/R = F.V(M) dt

Le travail d’une force (en particulier le travail élémentaire) dépend du référentiel. Il s’exprime
en fonction du produit :

Appelé la puissance instantanée de la force F et qui dépend du référentiel d’étude.
Soit :

SW(F) , = P(F) . dt

L’unité du travail dans le systéme international est le joule (symbole@d’; 1] = 1kg.m?s~2).
L’unité de la puissance est /. s~! dans le systéme internatighal.

Entre deux positions M; et M, du point M, le travaileffectuc‘par da force F dans R est :

Wity (F) ., = f E.dl= J F.dOM
My M,
= a la circulation du champ F
O est un point fixe dans R.
Le travail dépend a priori de la forme.de'ld trajectoire entre M; et M,.

2.2 Théoréme de I’énergieeinétique dans un référentiel R, galiléen

Supposons qu’ung, particule’ M de masse m, se déplace dans un reférentiel R, galiléen sous
I’action d’une résultantc desforces galiléennes); F avec une vitesse I7(M ) /Ry~ En vertu de la
RFD nous pouvons écrire :

] - Mz, d (mV(M) g,
P QR 700, [ L] 00y, (G0
/Rg /Rg

La quantité

1 -
om VE(M)z,

est par définition [’énergie cinétique E;(M) /R de la particule dans le référentiel R.
Ec.(M) /=4 @ la dimension d’une énergie elle s’exprime donc comme le travail en joule (J).

La variation de I’énergie cinétique est donc donnée par la relation suivante qui traduit /e
théoreme de l’énergie cinétique sous sa formulation différentielle:
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% (Ec (M)/Rg)/R =

g

En intégrant cette équation sur le temps entre deux instants t; et t,, on obtient dans Rgla
formulation intégrale du théoréeme de [’énergie cinétique :

-

AEC/RQ - EC(tZ)/Rg B EC(tl)/Rg = Wuem(er) (Z F)/R
g

AEC/RQ = EC(MZ)/Rg — EC(Ml)/Rg = WM1M2 (Z F)/R
g,

%m (VZ(Mz)/Rg - I72(1‘/11)/739) = W, (z ﬁ)/Rg

2.3 Théoreme de I’énergie cinétique dans un référentiel R'non galiléen

La puissance de la résultante des forces galiléennes dansjle référentiel R non galiléen est

donnée par :
P E F) . = E E.V(W

En appliquant la RFD dans R on obtient 1’ gxpression de la résultante des forces galiléennes
suivante :

Zﬁ =ma(M) + fag(M)% ma.(M) =m T] — fie = fic
/R

11 vient alors :

dV)(M)/R
m ———————
dt

dV(M)/R] T = d <m V2(M) ,R)
/R /R

P (z ﬁ)/ve -

P (Z ﬁ)m + ?(ﬁe)/R + :P(fic)/je —m

] _f;e_f;c -V)(M)/R
/R

dt dt 2

d S - 5
= (Enp) =P (D F) 20+ P (i)

Or:
P(fic) g = —2m(EAV(M) ). V(M) 5 = O

Par conséquent, le théoréeme de [’énergie cinétique dans A, non galiléen, sous sa formulation
différentielle s écrit :
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%(EC(M)/R)/R =P (Z ﬁ)m +P(fie)

En intégrant cette équation sur le temps entre deux instants t; et t,, on obtient dans R, non
galiléen,la formulation intégrale du théoréeme de l’énergie cinétique :

AEC/R = Ec(tz)/ﬂz - Ec(h)/gz = WM(tl)M(tz) (Z F)/R + WM(tl)M(tz) (fie)/R
AEC/R EC(MZ)/R EC(Ml)/R = Wu,m, (z ﬁ)/R + Wy, m, (fie)/ﬁ

1 - o 5 R
5m (V2(My) jr = VE(My) /%) = Wim, (z F)/ge + Wy, (fie)/gg

Le théoreme de [’énergie cinétique s’applique dans R en intreduisamt le travail (ou la
puissance) de la force d’inertie d’entrainement. Le travail et la puissafice de la force d’inertie
de Coriolis sont nuls.

Remarque importante : le théoreme de 1’énergie cinétique, exprime le fait que 1’énergie
cinétique ne varie que si le point matériel recoit ‘du travail “mécanique. Une conséquence
immeédiate est qu’une force qui ne travaille pas (cofmmejla force de Coriolis) ne peut pas faire
varier la norme de la vitesse mais seulement sa direetion.

3 Théoréme de I’énergie mécanique
3.1 Energie potentielle et forces.conseryatives
3.1.1 Un nouvel outil mathématique : le gradient

Le gradient est un opératetirgmathématique différentiel linéaire vectoriel qui s’applique a
une fonction scalaire, fdes_eoordonnées de point et donne comme résultat un vecteur noté

gradf ou V)f et se lithrespectivement « gradient » ou « nabla ». L’expression du gradient
dépend du systemeyde’ coordonnées. Les coordonnées du gradient dans la base cartésienne

—_— — — r
(ex, ey, ez) sont données par :

_ _of _, af_> of _,
gradf(xy,z) Vf(xy,z) —ex+ay +£ez

La différentielle df de la fonction f est le produit scalaire du vecteur gradf avec le vecteur
déplacement élémentaire di:
df = gradf.dl

De cette relation on en déduit les composantes de gradf dans les bases des coordonnées
cylindrique (&,, e, €,) et sphérique (&;, g, &) :

10 d
gradf(p,0,2) = V(0,02 = g +- D g5+ 2 g

+;%69 +£ez
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of . 1af . 1 of _.

gradf(r; 0, (p) = Vf(r; 0, (P) = Eer +;%€9 +m%e¢

3.1.2 Force conservative

Une force F est dite conservative s’il existe une fonction scalaire E,, de coordonnées de point
telle que :
F = —gradE,

Une force qui ne s’exprime pas comme un gradient est une force non conservatives
Ep a la dimension d’une énergie, elle s’exprime en joule (J).
Ep est appelée énergie potentielle et on dit que la force F dérive de [’énergie potentielleEp.

Pour que F soit conservative (dérive d’une énergie potentielle) 4l famt que la forme

différentielle de F.dl soit une différentielle totale. «C€HEy condition est représentée
mathématiquement par :

—

. = P —_—
- En coordonnées cartésiennes avecF = Fye, Rl e, + Fe;

0F, 9F,  oE" 9R oF, 0F,
dy ox’  0z4, Ox dy 0z
- En coordonnées cylindriques avegf®e= Fye, + Fgeqg + Fre,

0F, _ 0(pFg) ™\, 0k OF; OF, _ 9(pFy)
00 dp. @z op’ 00 0z
- En coordonnées sphériques avee F = F.e, + Foeg + Fje,

OF, 90(fFg) ¢0F, d(rsimF,) d(rsimd F,) a(rFy)
00 F Norawmsd 0p or ’ 00 g

En pratique gpotis, obtefiir I’énergie potentielle E,, associée a une force F, souvent on utilise le
travail élémentairg de la force F' qui s’exprime comme :

SW = F.dl = —dE,

Exemple : énergie potentielle de la force élastique (ressort)

—

F=—k(l—l)e, et di=dle,
Soit :
> — 1
ow = Fdi = —k(-1p) dl = —d | k(- 10| = —dE,
Avec :
E,= % k(l—1,)? + constante
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Remarques :

- L’énergie potentielle est définie a une constante prés, déterminée par le choix d’une
origine arbitraire de I’énergie potentielle. Seules les variations de E, sont importantes

et mesurables physiquement.
- L’¢énergie potentielle découle du travail et par conséquent, dépend du référentiel

d’étude

Le tableau ci-dessous résume quelques énergies potentielles associées a quelques forces.

Force Expression Energie potentielle
Force de gravitation =S mym; , _ mim,;
g F1/2 - _Gr—zel/z Ep - _G r + K
Force électrostatique 2 01492 419>
Fij2 = é Ef= ¥ K
1/2 drregr? M2 P Aer
Force magnétique F=qVAB Neftrayaille pas
Force de pesanteur P = mg E, =imgz + K
Frottement solide/solide R= Ry +R; Ry ne travaille pas

= .
Ry n’est pas conservative

Frottement solide/fluide F=— a(V)I7 Force non conservative.
Travail résistant.

Force élastique E, = % k(L= 1)+ K

3.1.3 Travail d’une force conseryative

Calculons, pour une forceycongervative Fson travail sur un point mobile M dont la position
passe d’un point M; a un point M

Nous avons vu que le travail élémentaire d’une force conservative s’exprime en fonction de
I’énergie potentielle :

1l vient alors :

My M,
Whtym, = f F.dl = f —dE, = E,(My) — E,(M,)
M,y M,

Le travail d’une force conservative est indépendant du chemin parcouru entre les deux
positions My etM, du mobile M. Il ne dépend que de la position initiale M, et de la position
finale M,. Le travail d’une telle force le long d’'une courbe fermée est nul.

3.2 Théoréme de I’énergie mécanique dans un référentiel R, galiléen.

Soit un point matériecl M en mouvement dans un référentiel galiléen R, et soumis & une
résultante des forces galiléennes:

Zﬁ=2ﬁ6+2ﬁnc
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Avec ), 17"6 est la résultante des forces conservative dérivant d’une énergie potentielle totale
Epet ., Fyc la résultante des forces non conservative, ne dérivent pas de 1I’énergie potentielle.

Le théoréme de I’énergie cinétique appliqué a deux positions M; et M, du mobile M donne
alors :
E.(My) —E.(My) = Wy + Ep(Ml) - Ep(MZ)
Soit :
(Ec(My) + Ey(My)) = (Ec(My) + Ey(My)) = Woc
Posons alors :
Emn(M) = E.(M) + E,(M)

Cette grandeur s’appelle I’énergie mécanique du point matériel M dans Rg. Elle'dépend du
choix R, mais aussi de la constante relative de I’énergie potentielle.

Le théoreme de [’énergie mécanique, dans un réféerentiel galiléen R, Sentkaduit par 1’egalité
entre la variation de |’énergie mécanique et le travail des forces nonebnservative :

Em(Mz) - Em(Ml) = Whe

Ou
dEm = 6Wnc
Ou encore
dE.
d;n = :PnC

Il ya donc conservation de ’énergie mecanique (E,, = constante) lorsque le systeme est
conservatif, c'est-a-dire lorsque Jey systcme eSt soumis exclusivement a des forces
conservatives et/ou des forces negtravaillant pas. L’équation (E,, = constante) est appelée
intégrale premiere de [’énergigmécanique.

3.3 Théoréme de I’énergieyméeanique dans un référentiel R non galiléen.

Dans Ry, la relation expeimant le théoreme de I’énergie mécanique a été obtenue en
appliquant le thégreme'de 1’énergie cinétique.

Dans Rgle ghi€erémesdde 1’énergie cinétique fait intervenir le travail de la force d’inertie
d’entraincment.

De ¢énfait, le'theoreme de |’énergie mécanique reste valable dans R en introduisant le travail
de la foree diinertie d’entrainement (la force d’inertie de Coriolis ne travaille pas) :

Em(My) — Eny(My) = Wi + W (fie)

Dans certains cas la force d’inertie d’entrainement dérive d’une énergie potentielle Epi(fie)

dans ce cas le théoréme de I’énergie mécanique s’écrit, en n’oubliant pas d ’introduireEpi( fl-e)
dans [’énergie potentielle totale:

Em(Mz) - Em(Ml) = Wye
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4 Exemples de mouvements d’une particule en évolution conservative — mouvement a
un degré de liberté

Les exemples de mouvements présentés sont étudiés par rapport a un référentiel du laboratoire
supposé galiléen

4.1 L’oscillateur rectiligne

Considérons un point matériel M de masse m, susceptible de se déplacer sans frottement
uniquement selon un axe horizontal OX et attaché a un ressort de constante de raideur k
(lautre extrémité du ressort est fixe). Nous supposons que le ressort est a I’équilibie lorsque
x = 0. La force de rappel du ressort est proportionnelle a 1’allongement x (pourix faibley, il
s’écrit :

F=—-k(-l)e,= —kx &

[, est la longueur du ressort a 1’équilibre.

4#»“13
000000
> v
\ /2
00 Op N
Cxy i g
J 0 x X

La force F dérive de I’énergie potentielle B, (x) = % k x? (I’origine est choisie a la position
d’équilibre O).
Puisque le déplacement se fait sans frottement, le poids P=m gse compense donc par la

réaction du support R (ﬁ 3 Ph= 6). Ces deux forces sont toujours perpendiculaires au
déplacement et né'travaillént pas, I’énergie mécanique se conserve :

1 1
E, = > m x? +§ k x? = constante

E,,‘estidéterminée par les conditions initiales. L’équation du mouvement peut étre obtenue a
partitidedla RFD et aussi en dérivant par rapport au temps 1’énergie mécanique E,,, :

dE _d(l '2+1k2>—0
dt o mT g\ MY TR )=

mxxX+ kxx =0
D’ou I’équation différentielle :
k
X+ —x=0
m
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Il est possible d’en déduire certaines propriétés du mouvement a partir de la courbe E,(x) et
o ) s . opn 1

sans intégrer I’équation différentielle du mouvement. La courbe E,(x) = 5 k x? est une

cuvette parabolique.

énergie
A
F F /< Ep(x)
—>
y < En
E.
v
L)L) AL A4 Lol >

—352_> . 0 ) Xm %
——

Pour une énergie mécanique E,, donnée, les seuls positions_possibles qui sont compatibles
1 . o
avec Ec =—m x% = 0, vérifient :
—Xm <X <Xy

Avec x = tx,, sont les points d’arrét ou la vitesse s’anmule et E, (+x,,,) = Ep,.
En x = +x,, la force de rappel F = F(x)g, £ — dix E, (¥)e est non nulle, la particule repart

en sens inverse en effectuant ainsi un motyement de va et vient autour de la position
d’équilibre x = 0 présentant un minimumsd’énexgie potentielle :

pour - x,; < x <0 : F(x) =0met Eest dirigée vers la position d' &uilibre O
pour 0<x<x,: F(J"S0 ethF est dirigée vers la position d' &uilibre O
On dit dans ce cas que la position'd’équilibre est stable et le mouvement est oscillatoire.

4.2 Généralisation

Considérons un peint matériel M de masse m astreint a se déplacer sur I’axe OX, sous ’action
= . y . , . .

d’une résulfantejde™force F conservative dérivant d’une énergie potentiel Ej,(x)dont la

représentation graphique est donnée ci-dessous.

énergie
A

Barriére de I’énergie
potentielle

« L’énergie mécanique du systéeme est supérieure a la
barriére de ['énergie potentielle, le point matériel

arrive a franchir la barriére et peut continuer son
E (X)—— | 'Y i
p / ! chemin
E : —- -
(]
m \ ,

barriére de [’énergie potentielle, le point matériel

doit rebrousser chemin et reste piégé dans le puits

Puits de Iénergie de [’énergie potentiel

potentielle
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Les positions x; et x, sont des positions d’équilibres du point matériel M. En effet E,(x)

R R . . d .
présente des extrémums enx; et x,représentés par—E, = 0.Et comme m¥ = F(x) =
1 2 dx P

d o . . . y s yr o iqe . .
— = Ep il vient alors X = 0 ; ce qui représente 1’état d’équilibre du point matériel M dans les

deux positions x; et x,

L’étude du signe de F(x) = — dd—pr montre que :

e Au voisinage de la position d’équilibrex; (minimum local de E,(x)) la force a
tendance a ramener le point matériel M vers cette position d’équilibre. Si le point
matériel est abandonné sans vitesse initiale au voisinage de cette pg@sition, il en
demeure ultérieurement voisin. C’est une position d’équilibre stable.

e Au voisinage de la position d’équilibre x, (maximum local de E,(x))Jda force a
tendance a éloigner le point matériel M de cette position d’équilibre. Un point matériel
abandonner sans vitesse initiale au voisinage de x, fuit cette positien. C’est une
position d’équilibre instable.

Par conséquent, le mouvement d’un point matériel M abandonné sans vitesse initiale d’une
position x, inférieure a x; dépendra de son énergie mécanique Ep. [a position de départ x,
correspond a I’intersection entre la courbe E,(x) et la droite,E,,, = cte et on distinguera deux
cas :
o SiE, <Ey(xy)
Le point matériel M oscille autour de %, entre lesideux points d’arrét d’abscisses x, et
xocorrespondant aux deux points d’intetsection” entre la courbe E,(x) et la droite
E,, = cte. On dit que I’énergie potentielle présente un puits en x; et une barriére
en X, : I’énergie mécanique dufsysteme, dans ce cas, est inférieure a la barriere de
I’énergie potentielle, le pointgmat€riel’ doit rebrousser chemin et reste pi¢gé dans le
puits de I’énergie potenticlle. Nous disons qu’il s’agit d’un état lié.
e E,>E) (x2)
L’énergie mécaniqueldu Systéme, dans ce cas, est supérieure a la barriere de I’énergie
potentielle, le poimtamatériel arrive a franchir la barriére et peut continuer son chemin.
Nous disouns qufil s?agit d’un état de diffusion.

De facon générale :
- Des\" creux "dans le profil de la courbe d’énergie potentielle sont équivalents a “des
puitside _I'énergie de potentielle” : les minima locaux de E,(x) représentent des
. sr s Lo s d .. ST
positions d’équilibre stables. Ils sont définis par EEP = 0 (condition d’équilibre) et
d? L. .y
ﬁEP > 0 (condition de stabilité).

- Des “bosses” dans le profil de la courbe de [’énergie potentielle sont équivalents a
“des barriéres de ’énergie de potentielle” : les maxima locaux de E,(x) représentent

e o . oy d .
des positions d’équilibre instables. Ils sont définis par EEP = 0 (condition
R d? . . g,
d’équilibre) et EEP < 0 (condition d’instabilité).
- Si [’énergie mécanique du systeme consideré est plus grande que les éventuelles
barrieres de l’énergie potentielle, le point matériel pourra les franchir (passer au-dela

des barrieres de [’énergie potentielle). Sinon, le point matériel devra rebrousser
chemin.
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